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楕円モジュラー形式の導入
木村 巌（富山大学）
6.1 イントロダクション
モジュラー形式，モジュラーシンボル，Hecke環など基本的な対象を導入す
る．計算という観点から，それらが有限の情報で規定されるということに重点
を置いて説明する．
記述の多くは Edixhoven-Couveignes [EC11] の 2 章に従っている．証明
はほとんど省いた．同書のほか，モジュラー形式の理論の詳細については
Diamond-Shurman [DS05],計算という観点からの説明としては，Stein [Ste07]
といった成書を参照していただきたい．また，モジュラー形式の様々な観点
（古典的な関数論的な扱い，数論幾何的な扱い，表現論的な扱い）からの概説
については Diamond-Im [DI95]を挙げる．
6.2 モジュラー群とモジュラー形式
■モジュラー群とモジュラー曲線 本稿で断りなく Γと書いたら，ある正整数
N に対する以下のどれかとする：
SL2(Z) :=
{(
a b
c d
)
∈M2(Z)
∣∣∣∣ ad− bc = 1}
⊃ Γ0(N) :=
{(
a b
c d
)
∈ SL2(Z)
∣∣∣∣ c ≡ 0 (mod N)}
⊃ Γ1(N) :=
{(
a b
c d
)
∈ Γ0(N)
∣∣∣∣ a ≡ d ≡ 1 (mod N)}
⊃ Γ(N) :=
{(
a b
c d
)
∈ Γ1(N)
∣∣∣∣ b ≡ 0 (mod N)} .
106 6． モジュラー形式の導入（木村）
SL2(Z)の部分群 Gで，あるN に対して G ⊃ Γ(N)となるような Gを合同部
分群という*1
またGL+2 (Q) :=
{ (
a b
c d
)
M2(Q)
∣∣ ad− bc > 0 }とする．よく知られている
ように GL+2 (Q)は上半平面H := { z ∈ C | ℑz > 0 }ならびにH ∪Q ∪ {∞}
に一次分数変換で作用する．Γ の H への作用は「真性不連続」な作用で，
Y (Γ) := Γ \H は 1次元の複素多様体になる．X(Γ)を Y (Γ)のコンパクト化
とする．X(Γ)は，Y (Γ)に「カスプ」の同値類を有限個付け加えることで得ら
れる．X(Γ)は閉リーマン面（コンパクトな 1次元複素多様体）になり，よっ
て C上の代数曲線となる．
特に，正整数 N に対してX0(N) := X(Γ0(N)), X1(N) := X(Γ1(N))とす
る．これらはそれぞれ Z上，Z[1/N ]上など，整数環上のモデルを持つことも
知られている．
X1(N)(C)は楕円曲線E/Cとその上の位数N の点 P の対 (E/C, P )の，また
X0(N)(C)は楕円曲線 E/C とその上の位数 N の巡回部分群 C の対 (E/C, C)
のそれぞれ「モジュライ」*2である．
■モジュラー形式・カスプ形式 Mk(Γ1(N))N , Mk(Γ0(N), χ)N をそれぞれ
Γ1(N), Γ0(N)に関する「モジュラー形式」の空間，また同じく，Sk(Γ1(N)),
Sk(Γ0(N), χ)をそれぞれ Γ1(N), Γ0(N)に関する「カスプ形式」の空間とす
る．これらは有限次元 C ベクトル空間であり，それらの次元をモジュラー群
の情報，kで与える「次元公式」がある．またX1(N), X0(N)上の（高次）微
分形式の空間としても解釈できる．
Γ0(N)/Γ1(N) ∼= (Z/NZ)× ∋ dの
〈d〉k : Mk(Γ1(N))N →Mk(Γ1(N))N,
〈d〉kf = f |[σd]k
という作用で
Mk(Γ1(N))N = ⊕χMk(Γ1(N))N, Sk(Γ1(N)) = ⊕χSk(Γ1(N))
という分解が得られる．直和はそれぞれ法 N の Dirichlet指標を渡る．
■q 展開，Hecke作用素 f ∈Mk(Γ1(N))N はカスプ∞での Taylor展開（q
展開）
f(z) =
∞∑
n=0
an(f)q
n, q = exp(2pi
√−1z), z ∈ H (6.1)
*1 工藤氏の論説参照．
*2 C 値点をとらずに定式化できる．また，粗モジュライ，精モジュライなど正確なことは割
愛．
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を持つ．f ∈ Sk(Γ1(N))なら a0(f) = 0.
f(z) ∈ Sk(Γ1(N))と正整数 r に対して，Sk(Γ1(N))の線形変換 Tr を次で
定め，r-th Hecke作用素という*3：
(Trf)(z) :=
∞∑
n=1
am(Trf)q
n, an(Trf) =
∑
0<d|n,(d,N)=1
dk−1a rn
d2
(〈d〉kf).
(6.2)
事実として，
1. Tr 達は可換，
2. T(k,N) := Z[T1, T2, . . . , 〈a〉k|a ∈ (Z/NZ)×]は T1 = id, すべての素数
pに対する Tp, 〈a〉k, a ∈ (Z/NZ)× で生成される，
3. 形式的な等式∑∞m=1 Tmms =∏p(1− Tpp−s + pk−1〈p〉kp−2s)が成立，
4. Sk(Γ1(N)) ∋ f ̸= 0が，すべての r > 0に対してある複素数 λr が存在
して
Trf = λrf (6.3)
を満たすなら，a1(Trf) = ar(f) ̸= 0. （このような f を Hecke固有形
式という）．よって a1(f) = 1と正規化することができる．(6.3)を満た
し a1(f) = 1であるものを，正規化された Hecke固有形式という．
5. Lf (s) :=
∑∞
n=1 an(f)n
−s とすると ℜs ≫ 0 で収束し正則関数を定め
る．これを f の L関数という．f が正規化された Hecke固有形式なら
Lf (s)は Euler積を持つ*4．
■Petersson内積 f, g ∈ Sk(Γ1(N))とする．
〈f, g〉 := 1
SL2(Z) : Γ1(N)
∫
Γ1(N)\H
f(z)g(z)yk
dx dy
y2
, (6.4)
(z = x+
√−1y ∈ H, x, y ∈ R),
積分は Γ1(N)のH における任意の基本領域でとる（右辺は基本領域のとり方
によらないことが示される）．〈·, ·〉 は Sk(Γ1(N)) の Hermite 内積を定める．
この内積を，Sk(Γ1(N))上の Petersson内積という．
Tm ∈ T(k,N)は (m,N) = 1なら正規作用素で，よって異なる固有空間は
互いに Petersson内積に関して直交する．
正整数 N とその約数M , d | N/M に対して，degeneracy map
B∗N,M,d : Sk(Γ1(M))→ Sk(Γ1(N))
*3 intrinsicな定義があるが，割愛．
*4 工藤さんの論説参照．
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を
f(z) =
∞∑
n=1
anq
n 7→
∞∑
n=1
anq
dn (6.5)
で定める．
Sk(Γ1(N))
old :=
⋃
M |N,M ̸=N
⋃
d| NM
B∗N,M,dSk(Γ1(M)),
Sk(Γ1(N))
new := (Sk(Γ1(N))
old)⊥
とし，前者を old space, 後者を new space, さらに前者の元を old form, 後者
の元を new formという．
■A-係数モジュラー形式 A ⊂ Cを部分環とするとき，
Mk(Γ1(N), A) := { f ∈Mk(Γ1(N)) | f の q 展開の係数はすべて Aの元 } ,
Sk(Γ1(N), A) := Sk(Γ1(N)) ∩Mk(Γ1(N), A).
次の事実が知られている：
Sk(Γ1(N),Z)× T(k,N) ∋ (f, Tm) 7→ a1(Tmf) ∈ Z
は完全なペアリング（[EC11, (2.4.9)]）．
■Strumの定理とその帰結 次の事実は「Strumの定理」として知られている
定理 6.2.1 ([EC11, (2.5.10)]). R ⊂ C を DVR, m を R の極大イデアル，
F = R/m とする．f = ∑∞n=1 anqn ∈ Sk(Γ1(N), R) が an ≡ 0 (mod m),
1 ≤ n ≤ (k/12)[SL2(Z) : Γ1(N)] を満たすならば，任意の n ≥ 1 に対して
an ≡ 0 (mod m).
応用として，Hecke環の有限性が従う：
系 6.2.2 ([EC11, (2.5.11)]). T(k,N) は r ≤ (k/12)[SL2(Z) : Γ1(N)] なる r
に対する Tr により Z加群として生成される．
6.3 モジュラーシンボル, Maninシンボルとカスピダ
ルモジュラーシンボル
この節の目的は次の 3つである．モジュラーシンボルの空間を導入し，その
有限生成系としてManinシンボルを導入する．カスピダルモジュラーシンボ
ルの空間を導入し，カスプ形式の空間との関係を説明する．そして，カスピダ
ルモジュラーシンボルの空間はManinシンボルによって有限の手続きで計算
できることを示す．
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■議論の流れ モジュラーシンボルの定義については，定型的な議論が多いの
で，先に概要を示しておこう．まず，Γが上述の群のときに，重さ 2のモジュ
ラーシンボルの空間M2(Γ)を定義する．それに，k − 2次の Z係数 2変数斉
次多項式の加群 Z[x, y]k−2 を Z上テンソルしたものをMk(Γ)と定義する．
次に，重さ 2 のバウンダリーシンボルの空間 B2(Γ) を定義する．それに，
k − 2次の Z係数 2変数斉次多項式の加群 Z[x, y]k−2 を Z上テンソルしたも
のを Bk(Γ)と定義する．
境界作用素 δ : Mk(Γ) → Bk(Γ) を定義し，最後にその核として，カスピダ
ルモジュラーシンボルの空間 Sk(Γ)を定義する．
ここまで現れたMk(Γ), Bk(Γ), Sk(Γ)はいずれも Hecke環上の加群である．
Mk(Γ)は有限生成 Z加群であり，Maninシンボルと呼ばれる有限個の生成系
を具体的に構成する．また，Bk(Γ)も有限生成 Z加群であり，その有限生成系
を具体的に構成する．
群 Γが Γ0(N)のときには，指標付きでも議論できる．
定義 6.3.1. Aを，次のように定義される自由 Abel群とする：
A :=
〈{ {α, β} ∣∣ α, β ∈ P1(Q) }〉 .
また，I を Aの部分群で，次のように定義されるものとする：
I :=
〈{ {α, β}+ {β, γ}+ {γ, α}, {α, β}+ {β, α}, {α, α} ∣∣ α, β, γ ∈ P1(Q) }〉 .
このとき，M2 を
M2 := (A/I)/(A/I)tor
と定義する．記号を濫用して {α, β }で {α, β } ∈ Aが代表するM2 の同値類
も表すことにする．
g ∈ GL+2 (Q)が，α, β それぞれに対する一次分数変換で作用することが確認
できる．
整数 k ≥ 2に対して，k−2次の Z係数 2変数斉次多項式の加群を Z[x, y]k−2
と表す．P (x, y) ∈ Z[x, y]k−2 に対して，g =
(
a b
c d
) ∈ GL+2 (Q)でさらに整数
係数である g が次のように作用する：
(gP )(x, y) := P (dx− by,−cx+ ay).
整数 k ≥ 2に対して，Mk を
Mk := Z[x, y]k−2 ⊗ZM2
と定義する．Mk には Γ ⊂ SL2(Z)が対角的に作用する．
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定義 6.3.2 (モジュラーシンボル). 整数 k ≥ 2と Γ ⊂ SL2(Z)に対して，重さ
k の Γに関するモジュラーシンボルの空間Mk(Γ)を
Mk(Γ) := ((Mk)Γ)/((Mk)Γ)tor (6.6)
と定義し，その元を重さ k の Γに関するモジュラーシンボルという．
ただし，Gが群，M がG-加群のとき，MG はM のG-coinvariants, すなわ
ち，M の最大のG不変商を表す．具体的には，MG は次のように与えられる：
MG :=M/ 〈gm−m | g ∈ G,m ∈M〉 .
定義 6.3.3 (バウンダリーモジュラーシンボル). バウンダリーモジュラーシン
ボルの空間 B2 を，α ∈ P1(Q)が生成する自由アーベル群とする：
B2 :=
〈{α } ∣∣α ∈ P1(Q)〉 .
B2 には SL2(Z) が一次分数変換で作用する：g ∈ SL2(Z), {α } ∈ B2 にたい
して
g {α } := { gα } .
さらに，整数 k ≥ 2に対して，重さ kのバウンダリーモジュラーシンボルの
空間 Bk を
Bk := Z[x, y]k−2 ⊗Z B2
と定義する．Bk には SL2(Z)が対角的に作用する．
最後に，整数 k ≥ 2と群 Γに対して，重さ k の Γに関するバウンダリーモ
ジュラーシンボルの空間 Bk(Γ)を次で定義する：
Bk(Γ) := (Bk)/(Bk)tor.
定義 6.3.4 (カスピダルモジュラーシンボル). 整数 k ≥ 2に対して，重さ k の
モジュラーシンボルの空間から重さ k のバウンダリーモジュラーシンボルの
空間への境界作用素
δ : Mk(Γ)→ Bk(Γ)
を
δ(P ⊗ {α, β }) := P ⊗ {α } − P ⊗ {β }
と定義する．これは Γ加群の射である．
整数 k ≥ 2に対して，重さ kのカスピダルモジュラーシンボルの空間 Sk(Γ)
を，連結準同型 δ の核として定義する：
Sk(Γ) := ker(δ : Mk(Γ)→ Bk(Γ)).
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定理 6.3.5. 上の記号で，次のペアリングは完全である：
Sk(Γ1(N))⊗ C× (Sk(Γ1(N))× Sk(Γ1(N)))→ C,
(P ⊗ {α, β } , f ⊕ g) 7→ 2pi√−1
∫ β
α
f(z)P (z, 1)dz − g(z)P (z, 1)dz.
定義 6.3.6. カスピダルモジュラーシンボルの空間 Sk(Γ)上のインヴォリュー
ション ι∗ : Sk(Γ)→ Sk(Γ)を
ι∗(P (x, y)⊗ {α, β }) = −P (x,−y)⊗ {−α,−β }
で定義する．このインヴォリューションが +1で作用する固有空間，−1で作
用する固有空間をそれぞれ S+k (Γ), S−k (Γ)と表す．
定理 6.3.7. 上記の記号で次のペアリングは完全である：
S+k (Γ)⊗ C× Sk(Γ1(N))→ C,
S−k (Γ)⊗ C× Sk(Γ1(N))→ C.
定理 6.3.8. Hecke環 Tk(Γ1(N))が Sk(Γ1(N))に作用しており，S+k (Γ1(N)),
S−k (Γ1(N)) を保つ．さらに定理 6.3.7 のペアリングを 〈·|·〉 と書くと，T ∈
Tk(Γ1(N)), x ∈ S+k (Γ1(N)), f ∈ Sk(Γ1(N))に対して，
〈Tx|f〉 = 〈x|Tf〉 .
■ 以上で，カスプ形式の空間 Sk(Γ1(N)) の計算を S+k (Γ1(N)) の計算に帰
着した．しかし，定義 6.3.4を見ただけでは，有限生成かも分からず，計算機
に載せようがない．この問題を解決するために，Manin シンボルと呼ばれる
S+k (Γ1(N))の具体的な有限生成系を導入する．
6.4 Maninシンボル
命題 6.4.1. 正整数 N に対して EN を次で定義する：
EN :=
{
(c, d) ∈ (Z/NZ)2 ∣∣ gcd(c, d,N) = 1 } .
このとき，次の全単射が存在する：
Γ1(N)\SL2(Z) ∋
(
a b
c d
)↔ (c, d) ∈ EN .
命題 6.4.2. Mk(Γ1(N))は，[ac , bd ], a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1という形の元で
生成される．（ ·0 =∞とする）．
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注意 6.4.3. Q 上のカスプにおける連分数展開により，M2 の元を上の形に書
くことができる．
{ ac , bd } =
(
a b
c d
) {∞, 0 }により，M2 の元は γ {∞, 0 }の整数係数の有限線
型和で表すことができる（γ ∈ SL2(Z)）．また，γ {∞, 0 } = γ′ {∞, 0 } であ
ることも確かめられる．
定義 6.4.4 (Manin シンボル). 命題 6.4.1 の対応で (c, d) ∈ EN と対応する
γ ∈ Γ1(N)\SL2(Z)により γ {∞, 0 }と表されるM2(Γ1(N))の元を重さ 2の
Maninシンボルという．これがM2(Γ1(N))の有限生成系である：
同様に，Mk(Γ1(N))の有限生成系として次の形の元が取れる：{
xiyk−2−i ⊗ γ {∞, 0 } ∣∣ γ ∈ EN , 0 ≥ i ≥ k − 2 } .
この集合の元を重さ k のManinシンボルという．
Maninシンボルたちの間の関係式も明示的に書き下すことができる．
命題 6.4.5 (Merel [Mer94]). 正整数 N と 2 以上の整数 k を固定する．
Q[Γ1(N)\Q2] 上の関係 ∼ を，次のように定義すると，これは同値関係に
なる（λ ∈ Q×, x ∈ Q2）：
[λx] ∼ sgn(λ)k[x].
さらに，a, b ∈ Zが互いに素なときに，写像 µを次のように定義する：
µ : Bk(Γ1(N)) ∋ P ⊗ { a
b
} 7→ P (a, b)
[
( ab )
]
∈ Q[Γ1(N)\Q2]/ ∼ .
すると µは well-definedで単射である．
命題 6.4.6. 上の記号で，Sk(Γ1(N))は次の射の核であり，それぞれの明示的
な有限生成系により計算することができる：
Sk(Γ1(N)) = ker(µ ◦ δ : Mk(Γ1(N))→ Q[Γ1(N)\Q2]/ ∼).
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